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Introduction

Ce travail n’est qu’une premiére partie de ’étude des algébres de Lie filtrées
non transitives. On y étudie essentiellement un type d’algébres de Lie non
transitives, les distributions involutives sur un espace vectoriel ¥, qui ont éte
introduites et étudiées par Mademoiselle Junia B. Botetho [1].

Dans une premiére partie on donne deux caractérisations des distributions,
I'une 4 l'aide de l'algébre de Lie graduée associée et 'autre 4 I'aide de son
normalisateur dans D(¥). On y démontre en particulier que les distributions
involutives sont entiérement caractérisées par leur algebre de Lie graduée ou
par leur normalisateur.

La deuxiéme partie de cet article s’occupe des homomorphismes de distrib-
utions. On démontre que tout homomorphisme assez “régulier” d’une distrib-
ution dans une autre, se prolonge de maniere unique en un automorphisme de
D(V).

On se donne un corps commutatif A de caractéristique nulle qui sera le
corps de base de tous les espaces vectoriels considérés. On considére alors un
espace vectoriel V' de dimension #, dont le dual sera noté ¥* et qui sera fixé
dans toute la suite. On note aussi S(V*) = Miso S*(V*) I'algeébre locale des
séries formelles définies sur ¥ et D(V) l'algebre de Lie filtrée des A-dériva-
tions de S(¥*).

1. Distributions
Rappelons que D(V) muni de sa structure naturelle de S(V*)-module est

libre de rang n et que n éléments X,- - -, X, de D(V') en constituent une
S(V*)-base si et seulement si leur projections x,,- - -, x,, sur ¥ forment une
A-base de V.

Puisque S(V*) est un anneau noethérien, tout sous-module de D(¥) est de
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type fini et fermé dans D(V) pour la topologie de la filtration (i.e. la
M -topologie, M étant Fidéal maximal de S(V'*)).

1.1. Lemme. Soient L et M deux sous-espaces vectoriels de D(V). On
suppose L fermé dans D(V),L c Met gt L =gt M. Alors L = M.

1.2. Lemma. Si L est un sous-S(V*)-module de D(V) ona gr LD U ®
S(V¥)ou U =gr_; L.

La démonstration de ces deux lemmes est immédiate. Rappelons mainte-
nant

1.3. Definition. Une distribution de rang p sur ¥ est un sous-.SA'( V*)-mod-
ule libre L de D(V) de rang p = dim, gr_, L. Si de plus L est une sous-
algébre de Lie de D(V) on dira que la distribution L est involutive.

14. Lemma, Soit L une distribution de rang p sur V et soint X,,- - -, X, €
L. Alors X,,- - +, X, forment une base de L si et seulement si leur projections
Xy v o, X, sur U = gr_, L forment une A-base de U.

Pour une démonstration de ce lemme, on peut consulter [1}.

1.5. Proposition. Un sous-.S:( V*)-module L de D(V') est une distribution si
et seulement sigr L = U @ S(V*)ou U = gr_, L.

Preuve. La nécessité résulte de lemme 1.4. Inversement, supposons gr L
= U ® S(V*) et considéons X,,- - -, X, € L dont les projections sur V
forment une A-base de U. D’aprés lemme 1.4 le sous-module M de D(V)
engendré par X,,- - -, X, est une distribution et 'ona L D> Met gt M = U
® S(V*) = gr L. De lemme 1.1 on déduit alors que L = M.

Si X € D(V), on notera X * sa projection sur V* = D(V)/D*(V).

1.6. Lemme. Soit L un sous-S(V*)-module de D(V). On pose V¥ = L/L*
(k > Q) et p, = dim V}. Il existe un entier k, tel que tout systéme d’éléments
X p-, X, de L dont les projections sur V£‘° engendrent le A-espace vectoriel
Ve, est un systéme de .§( V*)-générateurs de L. En particulier tout systéme
d’éléments X\,- - -, X, de L tel que X, - »,XP}; soit une base de V} et
X = 0 pour i > p,, pour tout \ € {0,- - -, ko} est un systéme de générateurs
de L. '

Preuve. Clest une conséquence immédiate du corollaire 2 du théoréme 7
et du théoréme 4’ du chapitre VIII de [12].

1.7. Corollaire. Soit L un sous-S(V*)-module de D( V) dont le normal-
isateur N(L) dans D(V') est une sous-algebre de Lie transitive de D(V). Alors L
est une distribution sur V.

Preuve. En vertu de proposition 1.5 il suffit de montrer que gr, L = U ®
S*(V*)yob U = gr_, L, pour tout k > 0. On le fait par récurrence sur k. On
admet que gr, L = U ® S**!(V*) pour un certain k > —1. Soient X €
gry., L et y € V. On considére un relévement X de X dans L**!, Puisque
N(L) est transitive, on peut considérer un relévement ¥ de y dans N(L). On a
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[X, ¥] € L donc [X,y] € gr, L. Ceci prouve que lgres: L, V] C gr L iee.
gr..; L © p(gr, L). Or par hypothése gr, L = U ® S¥*}(I'*) et par suite
pgr, L) = U @ S¥*%(V*). Le corollaire résulte alors de lemme 1.2.

La réciproque de corollaire 1.7 est en général inexacte comme le prouve
I'exemple suivant.

Exemple. Prenons V = A% Soit L la distribution de rang 2 engendrée par
X =0/dxetY =3/dy + xyd/dy. On montre sans peine que N(L) est formé
de toutes les dérivations de la forme #(3/3z) ot 9k /9x = dh/dy = 0.

Nous allons maintenant préciser ces résultats au cas d’une distribution
involutive.

Si L est une sous-algébre de Lie de D(V) on note S(L) le plus grand
sous-S(¥*)-module de D(V) contenu dans L, i.e.,

S(L)y={X € L: fX € Lpourtoutf € §(V*)}.

Remarquons que si X, ¥ € S(L) alors pour tout f € S( V) ona fiX, Y] =
[fX, Y]+ (YHX € L donc [X, Y] € S(L) i.e. S(L) est une sous-algébre de
Lie de D(V).

On notera aussi Dis, (V) I'ensemble des distributions involutives de rang p
sur V et JI7>,(V) ensemble des sous-algébres (n — p)-projetables maximales
de D(V) (cf. [9]).

On se propose de montrer

1.8. Proposition. Si L € Dis,(V) alors N(L) € II7Z,(V). De plus !’appli-
cation

max

N: L € Dis, (V) - N(L) € I_I (V)

est bijective et son inverse est S.
Lemme. Pour toute sous-algébre L de D(V) et tout automorphisme ® de
D(V)ona

O(S(L)) = S(B(L)), D(N(L)) = N(®(L)).

Preuve de lemme. C’est une conséquence immédiate du théoréme 2.5 de
[9).

Preuve de proposition 1.8. Soit L € Dis,(V). En vertu du lemmia et du [1,
Théoréme 3.3] on peut supposer que L est engendrée sur S(V*) par
9/0x,,- - -, 3/6xp oﬁAx,,- *, X, v, X, est une base de V. Il est alors aisé
de voir que N(L) = G(U)ou U = gro L (cf. 9, §3J) ie., N(L) € [IRZ (V).

Remarquons maintenant que S(G(U)) = U ® S(V*) = L, ce qui, en vertu
du lemme implique S(P) € Dis,(V) pour tout P € [I7% (V). D’autre part,
on vérifie facilement en utilisant le lernme antérieur et les résultats de [9, §3]
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que N(S(P))= P et S(N(L)) = L pour tout P €II7¥ (V) et tout L €
Dis, (V) i.e., N est bijective et a S pour inverse.

On peut maintenant énoncer

1.9. Théoréme. Soit L un sous-S‘( V*)-module de D(V'). Pour que L soit une
distribution involutive sur V il faut et il suffit que N(L) soit une algébre
projetable maximale sur V.

Preuve. La nécessité fait I'objet de proposition 1.8. Inversement, suppo-
sons que N(L) soit projetable maximale. En particulier N(L) est une sous-
algébre transitive de D(V') donc d’apres corollaire 1.7, L est une distribution
sur V; par conséquent gr L = U & S(V*) avec U = gr_, L. D’aprés proposi-
tion 1.8, il existe une distribution involutive unique M telle que N(M) =
N(L). De la construction de M on déduit immédiatement que M O L. Les
sous-espaces gr_; L et gr_; M sont invariants par gro N(L). Si gr_, L = 0 alors
puisque L est une distribution on aurait L = Q0 donc L est une distribution
involutive. Si gr_, L = ¥V alors, L étant une distribution, on aurait L = D(V)
et serait encore involutive. Si gr_, L n’est ni nul ni égal a V alors N(L) #
D(V); en effet soit X € D(V) tel que X & L. Si [X, L] n’est pas contenu
dans L c’est terminé; sinon choisissons ¥ € L et f € S"( V*) tels que Y(f) &
M, i.e., Y(Jf) est une série formelle inversible et par suite Y(f). X & L. 11
s'ensuit que [fX, Y] =f[X, Y] - (Y(f)). X € L, ie.,, fX &€ N(L) et par
conséquent N(L) #= D(V). Une autre conséquence de ce fait est que M #*
D(V), ie., gry M # V. Or puisque N(L) est projetable maximale non iden-
tique a D( V), son groupe d’isotropie laisse invariant un et un seul sous-espace
propre de ¥V donc gr_; L = gr_, M. D’aprés proposition 1.5onagrL =gr M
donc par lemme 1.1 L = M, i.e., L est une distribution involutive.

2. Algebres de Lie homogenes, regularite

Rappelons (cf. [10, 11-ii]) qu’une sous-algébre L de D(V) est dite homogéne
si son normalisateur N(L) est une sous-algébre transitive de D(V). Une
distribution involutive est homogéne.

Si L est une sous-algebre de Lie de D(¥V") on note Lle sous—§( V*)-module
de D( V) engendré par L. Si L est une sous-algébre de Lie transitive de D(V)
onal= D(V). Dans tous les cas L est encore une sous-algébre de Lie de
D(V)etlonagr, L= gr, L.

2.1. Definition. Une sous-algébre L de D(V) est dite semi-réguliére si
ler L, V]1cgr L et si L est une distribution (nécessairement involutive) sur
V.

Toute sous-algébre de Lie transitive, toute distribution sur ¥ sont semi-
réguliéres. Plus généralement,
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2.2. Propesition. Toute sous-algebre homogéne L de D(V) est semi-
réguliere.

Preuve. Soit N le normalisateur de L dans D(¥).On a[N, LX) ¢ L* "' ce
qui, vu la transitivitt de N implique [V, gr, L] C gr,_, L. La premiére
condition de semi-régularité est donc véifiée. Pour la seconde, observons que
I'inclusion [N, L] ¢ L implique [N, f,] C L et par suite [V, gy f] C gy L
pour tout £ > 0. D’aprés 1.7, on a gr, L=U®V*avec U= gr, L. Une
récurrence simple montre alors que gry L c U® Sk 1(V*) pour tout k,
donc, d’aprés lemma 1.2 gr L = U ® S(V*) donc L est une distribution (par
proposition 1.5).

3. Prolongements d’homomorphismes de distributions graduees

L’algebre de Lie graduée gr D(V) associée a D(V') a une structure naturelle
de S(V*)-module gradué libre de rang n. Si G est un sous-S(¥*)-module de
gr D(V') on a naturellement G O G_; ® S(V*).

3.1. Definition. Une distribution graduée sur ¥ est un sous-S(¥*)-module
de gr D(V') engendré par ses éléments de degré —1. Si G est une distribution
graduée on adonc G = G_; @ S(V™*).

Remarquons gu’une distribution graduée est automatiquement une sous-
algébre de Lie graduée de gr D(V).

L’algébre graduée associée & une distribution (involutive ou non) est une
distribution graduée.

Let lemme suivant nous sera utile par la suite.

3.2. Lemme. Soit U un sous-espace non nul de V. Soit X € gr D(V') tel que
[U,X]1=0e[U® V* X]=0;alors X =0.

Preuve. Soit e;,- - -, e, une base de V telle que e,- - -, €, soit une base
de U. On peut écrire de maniére unique X = 27_, ¢; ® f'. Dire que [U, X] =
0 équivaut a dire que 3f'/3¢; =0 pour i=1,---,netj=1,--,p. Si
e',- - -, e" estla base duale de ¢,,- - -, ¢, on a par hypothése [X, ¢, ® '] = 0
pour tout i = 1,- - -, n et j < p, ou encore, compte-tenu de la nullité de
3f'/de; pourj < peti <n,onae ® f = 0doncf = 0 pour tout i.

On considére maintenant une distribution graduée G, = U, ® g? ® g}

@ - - - et une sous-algébre de Lie graduée G, = U, D gl P gl @ --- de
gr D(V) telle que [V, G,] C G,. On se donne une basc e,,- - -, ¢, de V, dont
la base duale sera notée e',- - -, e”, telle que e, - - -, ¢, soit une base de U,.

On suppose qu’il existe un isomorphisme d’algebres de Lie graduées
@ = (¢, 90 P1." - *): G; = Gy

On pose @(e;) = ¢ pouri = 1,- - -, p. On se propose d’abord de déterminer
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@oe; ® e)pouri = 1,- - -, petj=1,- - -, n Plus précisément on a

3.3. Lemme. I/ existe une base et une seule €, - -, e, de V commencant
par g, - -, telle que qye, ® &) =¢6® ¢ pour i=1,--,p et j=
L« -, n

Preuve. On remarque d’abord que [e, py(e; ® &/)] = &% pour s =
1,- - -, p; on peut donc écrire: gy(e;, ® /) =¢ @ af + B/ o0t of € V* et
B! € V @ V* vérifient

(3.1) «f(g,) =8 pourl<s<p,
(3.2) [Uz, B{] = 0.
De plus, puisque [V, G,] € G,ona
(3.3) [V.8/]cu,
condition qui en vertu de (3.2) implique
(3.4) [B/,B8f]=0 pourl <il<petl<jk<n

Compte-tenu des relations précédentes, I’égalité
[qao(e,. ® &), po(e; ® e")] = go(e; ® &),

ou i #* j s’écrit
(3.5) g ®(af o B/ — of o Bui) = B/ pourij,
d’ou, en composant avec a;, on déduit aprés simplification:
(3.6) o e Bi=0 pourj+#i.

Par ailleurs, en tenant compte de (3.1) et (3.3), I’égalité (3.6) est équivalente
a
(3.7) Bi=¢®7y pouri=1,---,pouy’ € V*.

Il résulte de (3.5) et de (3.7) qu'en modifiant les o/ on peut supposer
B/ =0ie,

ofe ®e)=¢®¢a/, i<p,j<n,

les formes linéaires o/ étant ainsi uniquement déterminées. On montrera
maintenant que of ne dépend pas de i € {1,- - -, p}. Pour cela, on se donne
i,k&€{l,---,p}, i+ k. On peut supposerj 7= k; on a alors

[%((ei —¢)® ej)’ %(ek ® ei)J = %(ek ® e'j),

laquelle s’écrit
[6®@d —6®af,6 @] =6 ®ad
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et qui, compte-tenu de (1) donne
g Raf = ¢ & af,

ie, of = af. On posera af = /. De la bijectivité de @, et du fait que
dim, g? = np résulte que a',- - -, «” est une base de ¥*. De plus, en vertu de
(3.1), a',- - -, a” est la base duale d’une base ¢, - - - , &, de V¥ commengant
pare;,- - -,¢,. Le lemme est démontré.

Soit ¢ I'automorphisme de V' défini par @(e;) = ¢ pouri = 1,- - -, n. Il est
clair que @ est indépendant de la base e, - -, e, choisie. D’aprés ce qui
précéde, si @, est I’extension de ¢ & ¥ & F'*, alors ¢, est 'extension de ¢ &
g?. On résume ce qui précéde dans

3.4. Proposition. Soient U, ® g\ et U, ® g7 les algébres tronquées d’ordre
1 d’une distribution graduée sur V et d’une sous-algebre graduée G, de gr D(V)
respectivement. Soit (@, @o): U, ® gY — U, ® g2 un isomorphisme d’algébres
de Lie tronquées. Si [V, g3] C U, il existe un unique automorphisme @ de V
égal a @ sur U, et dont I’extension §, a V ® V* est égale a ¢, sur g>. En
particulier g2 = U, @ V*.

Pour pouvoir passer aux tronquées d’ordre supérieur on aura besoin de

3.5. Lemme. Soit B: gf — U, ® S'*Y(V'*) une application linéaire satisfai-
sant

(3.8) [ Uy, B(X,)] =0 pour tout X, € gf,
(3.9 [‘Po( Yo), B(Xk)] = B[ Yy Xk]

pour tout Yo € g2 et tout X, € gf. Alorssik >0etl >-1onaB=0.Si
= -1 et | > -1 alors il existe y € S"™*Y(V*) tel que dy/dy = O pour tout
y € U, et que B(x) = ¢(x) ® y pour x € U,.

Preuve. On examine d’abord le cas k = -1 et / > —1. Avec les notations
antérieures on pose B(g) =27, ® v/. La condition (3.8) s’exprime par
dy//dy = 0 pour tout y € U,. En prenant Y, =¢ ®e’, 1 <s<petl <z
< n on obtient en explicitant (3.9)

’
& ® vy =8 & ® v/,
j=1

dou y/ =0siz#i et y/ = y° pour tous i et 5. On pose y = v/ et I'on a
B(e)=o(e)®ypouri=1,...,p,ie, B(x) = ¢(x) ® y pour tout x € U,.

On suppose maintenant k > 0 et /=-1. Pour i=1,...,p et 1 <,
< - -+ < iy S nonpose

B(e,- Qe - ej"”) = B-iil”'jk-o-l.
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Onapourl <s<petl <t < n:

(e, ®@e,g® et - ghn]
k+1 _ . _ _ .
= 2 8_},’3,‘ Relt---er-- celk+igl — si’es ® elr- - - g,
r=1
En explicitant (3.9) on a

k+1
(3.10) ~&, ® e’(B{l"'ij) = 2 sj,B;['x"'jr“'ij’ - ai’B_{l“‘ij.

r=1

Supposons j, = - - - =j,,, =i, en prenants = { =i on a ~¢ ® &(B/ "'Y)
= kB; "*'; en composant avec ¢’ nous obtenons e’(B{"""¥) = 0 donc si k > 0
ona B/ "'=0.S k=0cetsip=dimU, =dimU,=1 (donci=1) il

résulte du fait que B} € U, et de I'égalité ¢'(B]) =Oque B} =0.Sik =0Oet
p > 1 alors on peut choisir s 5= i et t =i et (3.10) donne &'(B/) = 0 pour tout
t # i; comme par ailleurs cette égalité vaut méme pour t =i on a B/ = 0.

Dans tous les cas on a donc B/ "¢ =0. On suppose par récurrence que
BJi'" kv = ( dés que au moins r des indices j, sont égaux a4 i (1 <r <k +
1). Par exemple, sij, = -+ - =j =ietj - ,jryy 7ienprenant s =i

et ¢ 7 i dans (3.10) on obtient:
0= rBii (AR ¥ SR 'jk+lv‘,

ou le nombre des indices supérieurs égaux a i est égal a2 r — 1. Il s’ensuit que
Bji*" kst = 0 dés que r — 1 des j, sont égaux i i. On a ainsi montré par
récurrence que B(e, ® /' - - - &k+) =0, i.e., B = 0.

Le lemme est ainsi démontré pour / = —1. On continue par récurrence sur /
en le supposant vrai pour / — 1 (/ > 0). Soit alors B: g — g satisfaisant (3.8)
et (3.9); alors pour tout z € V P'application B,: X € gf —[z, B(X)] € g5~!
satisfait aussi (3.8) et (3.9) donc B, = 0. On en déduit par transitivité B = 0.

On peut maintenant énoncer

3.6. Théoréme. Soient U, ®g?® - - - Bgf et U, B g) D - - - Dgf les
algébres tronquées a I’ordre k + 1 d’une distribution graduée G, sur V et d’une
sous-algébre de Lie graduée G, de gr D(V'). On suppose que [V, G,) C G, et
qu’il existe un isomorphisme (@, Qg * "> @) de U, D g?® - - - gl sur
U, @g9D - - - gk Alors (9, @y - -, @) Se prolonge de maniére unique en
un automorphisme de VOV Q V* ® - - - ®V @ S V*). En particulier
gh=U,® S"*YV*) pour ! < k.

Preuve. La proposition 3.4 est 'énoncé de théoréme 3.6 pour £k = 0. On
continue par récurrence sur k; on suppose théoréme 3.6 vrai pour k — 1
(k > 1). Soit @ l'automorphisme de V' mis en évidence dans proposition 3.4.
On note §, lextension de § & V ® S'*!(V*). L’hypothése de récurrence
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s'exprime par: @, = ¢, sur g} pour tout / < k — 1. Montrons que Pr = @, Sur
gt ce qui achévera la démonstration. Pour cela, posons B = §, — ¢,: gf—
U, ® S**!(¥*); on montre sans peine que B satisfait aux conditions du
lemme 3.5 donc B = 0, i.e., §, = ¢, sur g,".

3.7. Corollaire. Soient G| une distribution graduée sur V et G, une sous-
algebre de Lie graduée de gr D(V) telle que [V, G,] C G,. Alors tout isomor-
phisme de G, sur G, se prolonge de maniére unique un automorphisme de
gr D(V)). En particulier, un tel isomorphisme existe si et seulement si G, est
aussi une distribution graduée de rang égal a celui de G,.

4. Isomorphismes entre distributions involutives

On considére deux distributions involutives L et M de rang p sur V. On
notera V{ et V5 leurs tronqués a l'ordre k respectivement.

4.1. Definition. Un isomorphisme de ¥V} sur V§ est une suite
(K%, B',- - -, h¥) vérifiant

(i) pour tout i € {0, - -, k}, A’ est un isomorphisme de A-espaces
vectoriels de V; sur Vi,;

(ii) si 7;_, (ou simplement #) désigne la projection canonique de ¥* sur
Vi-lonah'oq=aqoh'*'pourtouti =0, -,k —1;

(iii) pour tout i € {0,- - -,k — 1} et tous X, Y € V;*! on a A'lX, Y] =
[hi+l(X)’ hi+l(y)];

(iv) A* induit un isomorphisme d’algébres de Lie de ker(Vf — V) sur
ker(VE — V2).

Il est clair que si (4% - -, #¥) est un isomorphisme de V¥ sur ¥y, alors
pouri =0, - -,k — 1, (K% - -, h') est un isomorphisme de ¥} sur V},.

Si h: L — M est un isomorphisme de L sur M, alors pour tout k > 0, A
induit un isomorphisme de V} sur V. '

Si (k% - -, k%) est un isomorphisme de V¥ sur Vy, alors (R - -, k%)
induit un isomorphisme de 'algébre graduée tronquée a 'ordre & — 1 de L
sur celle de M; on le notera (@, g, * -, Pp_1)-

Dans la suite, on notera simplement A*: V¥ V¥ Pisomorphisme
(B - -, B*): VE VE.

Avant d’étudier de plus pres les isomorphismes entre algébres tronquées de
distributions, montrons les résultats suivants.

4.2. Lemme. Soit L une distribution et soit N = N(L) son normalisateur.
Alors pour toutk > -lona

Vil ={X e V**Y[ X, Vi ] c vE) e v =0

Preuve. Clest vral pour k = -1 puisque N est transitive. Supposons le
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lemme vrai pour k — 1 (k > 0). Si X € V<*!est tel que [X, Vf*'] C Vf sa
projection #(X) sur V* vérifie [#(X), V¥] ¢ VF~!, donc, d’aprés 'hypothése
de récurrence 7(X) € N*. Soit ¥ € N**! tel que n(X) = #(Y); on a [X —
Y, V" c Vf5or X — Y €ker(V*+!' > V¥ done [X — ¥, V]] C gy L;
par suite X — Y € gr, N (puisque N est projetable maximale) donc X €
vETL

4.3, Corollaire. Si deux distributions ont des tronquées d’ordre k identiques,
il en est de méme de leurs normalisateurs.

4.4. Lemme. Si L et M sont deux distributions telles que V{ = V§,, alors
ker(Vi+! o VD) = ker(ViH! = V).

Preuve. Soit X € ker(V{*! — VP). Puisque V} = V il existe Y € Vj*!
ayant la méme projection que X sur V¥,

Soient Z € Vi3 et Z' € Vi), ayant la méme projection sur V. Soit z la
projection de Z et Z’ sur V; puisque X, Y € ker(V**! > V) ona

[X -7, z] = [X, Z] -—[Y, Z’] € gr, M,
donc X — Y € gr, M, et par suite
X eker(Vi' = V).

4.5. Proposition. Soit k un entier supérieur ou égal a —1. On considére un
isomorphisme h**': VI *! 5 VE*1. On suppose qu’il existe un automorphisme
R* de V* égal a h* sur VE. Soit h**" une extension quelconque de h* ¢ V**1.
Alors si X € ker(VET' S V] on a h*+(X) = F*+1(X).

Preuve. Soit ¢ 'automorphisme de V' mis en évidence dans proposition
3.4; on notera, comme d’habitude ¢, son extension a V ® S*(V*). Si
X €ker(VET' 5 VE) on a A*+*(X) = ¢, (X) = F**!(X). On suppose
maintenant la propriété démontrée pour X € ker(Vi*!' 5 Vol </ < k.
Sous cette hypothése ¥*! — g**! induit une application B de ker(V} —
Vi~'y dans gr, D(V). Puisque A**! est un automorphisme de V**!,
F**Y(VE*1) est la tronquée a lordre k + 1 d’une distribution. Puisque
R%(VF) = V£ on a, d’aprés lemme 4.4,

R+ (ker(VET — VD)) = ker(VEY! = V).
En particulier, il s’ensuit que B est & valeurs dans gr, M. Nous allons
démontrer que B = 0 en montrant que B satisfait aux conditions de lemme
3.5. Pour cela, soit X; € ker(V} — ¥/~ "), dont on notera X, , un relévement

a Vf*1; soient encorey € V} et Y, € gr, L. Si Y est un relévement de y dans
VE*+1. Puisque A** (X, ) et A**1(X, ) ont une projection nulle sur ¥, on a

[B(XI)’ (P(.)’)] = [hk+l(Xk+1)’ hk“( Y)] - [Ek+1(Xk+l)’ Ek+1(Y)]
= K[ Xps1» Y] = B[ Xisr, Y] =0,
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puisque 2% = k¥ sur V*. On a aussi avec les mémes notations
[B(X), o(Yo) ] = [ BN (X)) — B (Xen ), hk“(y)]:

ol Y € Gf*! = ker(Vf*! - V) est un relévement de Y, et ou le deuxiéme
crochet est un crochet dans G¥*!. Comme A** (X, ,,) € ker(Vi*! 5 Vi) le
crochet [A**1(X,, ), R**'(Y)] dépend seulement de h*(Y)= A*(Y) donc
A X ) REPNY)) = R (X ) AP U(N] = R*H[X,, Y] et par
suite [B(X)), go(Yp)] = A**'[X, ., Y1~ A**X,,,, Y] = B[X, Y] Le
lemme est ainsi démontré.

4.6. Lemme. Avec les notations antérieures si X € ker(V}*' - V,) est tel
que 7F(X) = ¢ ® ¢, alors il existe f & S**1(V*) et un seul, indépendant
de i, tel que df' /0x = O pour tout x € V, et

RNX) = BN X) + 9(e) ® F, 1<i<pl<j<n
Démonstration. En vertu de proposition 4.5 P'application h**! — R**1:

G}*!' =ker(VE*' - V) - V ® S¥*(V*) induit une application linéaire B:
gl — V ® S$**!1(¥*). On montre comme dans proposition 4.5 que

(4.1) [e(VL), B(g2)] = 0.
Par ailleurs si X% Y% € g° et si X et Y sont des relévements de X° et Y°
respectivement, dans G *! on a

B[X° Y°] = **I[X, Y] — A**1[X, Y]
=[P, RENX) ] - [RENX), B5(Y) ]
=[R*TUX), RENY) = R
+[R*U(X) — RAUX), BR(Y)]
=[9o(X®), B(Y)] +[ B(X®), 9(Y*)].
Lorsque X° = ¢, ® ¢/ et Y° = ¢, ® ¢’ cette égalité s’écrit
(4.2) 8B(e,® &) — 8i(e;®e") =[5 ® &, Ble, ® ’)]
+[B(e® ), g, Re’].
On pose pour simplifier 8/ = B(e, ® ¢’). En vertude (4.1) on a
(e ®e] = ® ("« B),
donc (4.2) s’écrit
(4.3) 8,8 — 8B/ = ¢, ®(c' ° B/) — & ® (¢ ° B).
Posons dans (4.3) s = ¢ = i; on obtient alors
ﬁ{=ei®(e’°ﬁ{—ej°ﬁi')=ei®y{, SiiFJ.
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Il en résulte que &/ © B/ = 0 pour tout j i, donc on peut écrire

Bii =& ® 'Yii~
Appliquons de nouveau (4.3) avec t = i et s % j; on a alors compte tenu des
expressions antérieures des f/:

£®v/ =68,
donc v/ = v/, i.e., y/ est indépendant de i. On posera f/ = y/. On a ainsi
Ble;® /) = ¢ ® f7.
Le fait que of*/dx = O pour x € ¢(V,) résulte de 4.1.

4.7. Corollaire. Avec les données et notations antérieures, il existe un unique
vk € Vv ® ST V*) vérifiant

(4.4) [e(V0). Y] =0,
(4.5  R*THX) = B*TYX) +[ po(7f X)), v*] pour X € G+

Démonstration. Par lemme 3.2, y* est unique. Observons maintenant que
y* = -37_, & ® f répond a la question. :

Nous venons ainsi de répondre a la question suivante: étant donné un
isomorphisme tronqué A**': V' 5 Vi tel que A VS — Vi admette
une extension 4% sur V¥, quelles relations y a-t-il entre A**! et les divers
relévements de A% a V**!'? Notre prochaine étape sera d’examiner les
rapports qui existent entre deux extensions A* et A% de h* & V%,

4.8. Lemme. Soient i* et h* deux extensions de h* & V*. Alors

Q) R*~ ' = B*Usur A1,

(i) h* = B* sur G* = ker(V* = V),

(iti) i/ existe 6% € V ® S*+NV*) et un seul tel que [V, 6%] = 0 et h*(X)
= hX(X) + [p(x&(X)), Y*] pour tout X € V*.

Démonstration.

(1) Se montre par récurrence sur k. On sait par proposition 3.4 que C’est vrai
pour k = 1. Admettons le pour &k — 1 (k > 2) et montrons-le pour k. Puisque
h* = k% sur V¥ on a h*~' = h*~' sur ¥}~! donc, d’aprés hypothése de
récurrence A¥~2 = £*~2 sur V%72 1l en résulte que A*~! — A%~ prend ses
valeurs dans gr, , D(V)=V @S (V*). Enplussiy eV, etsi Y &
Vf ! est un relévement de y, on a

[A*71(X) = R*71(X), ()] =[A*71(X) = B*(X), k%~ X(Y) ]
= R X, Y] - A3 x, Y] =0.

Soit maintenant N le normalisateur de L. Si X € V§~letsi Y0 € g? alors
[X, Y] € Vf~! ou X, Y sont des relévements de X et Y° dans V) et V¥
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respectivement; par conséquent
[A*71(X) = B (X0, @o( YO | =[A4(X) = A*(X), hX(Y)]
=X, Y] -A'[X, Y] =0
Il en résulte alors de lemme 3.2 que A*~! = A*~! sur V%=1, Puisque N est

transitive, la proposition 4 de [6] implique que A*~! = A*~!sur V%~
(i) Soit X € G* etsoity € V.Si Y € V* est un relévement de y on a

[A*(X) — BX(X), 9(»)] =[A4(X) = A*(X), RY(Y)].
Or, '
[ 2%(x), B5(7)] =[A*(X), B*(7)]

puisque £4(X) € G* et A*~! = F*~1 donc [A*(X) — R*(X), (y)] = O et par
suite h*(X) = R*(X). ‘

(iii) D’aprés (i) et (ii), #* — A* induit ¢ € gr,_, D(V) ® V*. On remarque
que de(x, y) = [@(x), &(»)] = [@(»), &(x)] = 0 donc il existe §* € gr, D(V) =
V ® S¥*1(V*) et un seul tel que &(x) = [@(x), 8%]. Puisque h* = A* sur V}
ona[8% V,]=0.

49. Lemme. Avec les données et notations de lemme 4.8 si h**' er B**!
sont des relévements de h* et h* respectivement & V¥*'on a

R XY = R NX) + [ @o(f (X)), 8% pour X € G**'.

Démonstration. Soit X € G**',y € Vet Y € V**! un relévement de y.
Comme h* = h* sur G* on a

R**YX) = R**(X) € gt D(V),
[A**1(X) = B (X, @() ] = [A*H1(X) — A*+1(X), B*1(X) ]
= h*[X, Y] - R*[ X, Y]
+[R*1(X), B (Y) — BI(0)]
Or 7% X, Y] = [#=f*'X, y] donc d’aprés proposition 4.5-(iii), on a
FLX Y] - BLX Y] = [ [on(mt %), 90 ], 8],
Par ailleurs,
[A%+1(X), B YY) ~ R ()]

[oo(mE1(X)), B (mf (X)) = R¥(mf+ ()]
~[@o(=k* (X)), [ B, 8%] ],
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donc
[A*+1(X) — (X)), 9(2) ]
=[[@o(7£ (X)), 9(») ], 8] = [ @o(7ETUX)), [@(»), 84]]
=[[ o7 *1(X)), 8*]. (1) ],

d’ou par transitivité
RENX) = RENX) =gt 1X), 8.

On peut maintenant démontrer le résultat principal de cette section d’ou
résultera le théoréme d’extension d’'un homomorphisme injectif défini sur une
distribution.

4.10. Proposition. Soit L une distribution involutive de rang p > 0 dont on
notera V§ I’algébre tronquée d’ordre k. On considére un homomorphisme
injectif d’algébres de Lie tronquées h**': VE+*' 5 V¥*! (k> 0) e I'on
suppose qu’il existe h* € Auy(V*) tel que h* = h* sur V} et que
lgr, R** X (gr, L), V1 C gty B** gry_, L). Il existe alors un unique automor-
phisme k* de V* égal & h* sur V} et possédant un relévement h**' sur V*+!
égal a h**' sur V}+1

Démonstration. L’unicité de h* résulte de lemmes 4.8, 4.9 et 32.
Considérons maintenant un relévement 2%+! de A% a V4*!. Daprés corollaire
4.7 il existe un élément y* € ¥ ® S¥+1(V*) et un seul tel que

[‘P(VL)’ Yk] =0, hk+l(X) = };k+1(X) + [@0(7711‘+1(X)), Yk]
pour tout X € Gf*'. Posons
R*(X) = R*%(X) +[(p(7ré‘X),yk], X € V-,

Il est clair que 4* est un automorphisme de V'* et est égal 4 k* sur V£. De
plus, d’aprés lemme 4.9, tout relévement ¢ de A% 4 V**! est égal 4 A**! sur
GF+! et par suite A**! — y induit e € gr, D(V) ® V}. On montre facilement
que [&(x), ¢(»)] — [e(»), (x)] = 0 pour tous x, y € V, donc (cf. [1]) il existe
& € gr,., D(V) tel que e(x) = [g(x), #] pour tout x € V. On constate alors
que 'on obtient un relévement de 2% égal a h**! k+1

sur V7" en posant
R+ U(X) = Y(X) +[¢p(7ré""'X), z‘}].

En appliquant corollaire 3.7 et 2.7 on montre par récurrence le théoréme
suivant.

4.8. Théoréme. Soit L une distribution de rang p > 0 sur D(V') et soit h:
L — D(V) un homomorphisme injectif d’algébres de Lie filtrées. Alors h se
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prolonge en un automorphisme de D(V') si et seulement si

[V, grh(grL)] C grh(gr L)

De plus I’extension de h a D(V') est unique. En particulier h(L) est aussi une

distribution de rang p.

Remarque. L’unicité de Textension 2 de h 4 D(V) peut se démontrer
facilement & 'aide du [9, Théoréme 2.5]. En effet si »’ est une autre extension
de h on peut écrire & = H et = H, ou H, H' sont des automorphlsmes de
S(V*). On a alors pour tout X € L X # O et tout f € S(V*), h(jX) = N({fX)
ou encore H(f)h(X) = H'(f/)h'(X) donc H = H’ et par suite h = #'.

S(v*
g

D(V)
{L*} 4>

grL= @ gr, L
k>-1

L

Vk
Ve
[,]

Dis, (V)
I7#()

G(K)

Index des principales notations

Algébre des séries formelles définies sur V.

I1déal maximal de S(V*).

Algébre de Lie filtrée des A-dérivations de S(V*).
Filtration d’un sous-espace L de D(V).

Espace gradué associ€ & L C D(V).

Sous-S(V*)-module de D(V') engendré par L c D(V).

Algebre de Lie tronquée a I'ordre k de D(V).

Algebre de Lie tronquée 2 I'ordre k& d’une sous-algébre
L de D(V).

Application de V* A V* dans V*~! induite par le
crochet de D(V).

Ensemble des distributions de rang p sur V.

Ensemble des algébres p-projetables maximales de
D(V).

voir [9, pp. 456-457.].
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